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摘要>在多分知识结构理论中!每个问题可以有不同的响应值!个体对问题的回答反映了

个体对知识的理解水平" 多分知识空间可由它的基来刻画!多分闭包空间可由其极小交

式生成组来表示" 问题不同响应值的多分知识空间的基由它的原子组成!而多分闭包空

间的极小交式生成组由其所有交式生成子构成" 基于问题不同响应值的多分知识结构对

个体进行知识评价!可以通过测试部分问题评价出个体的多分知识状态!从而对个体进行

学习指导"

关键词>多分知识空间%多分闭包空间%基%交式生成组%知识评价
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>>奥苏贝尔的有意义学习理论强调个体原有认

知结构的重要性#并认为&个体已经知道了什么'

是影响个体学习的重要因素,?-

( 从数学学习心

理角度看#数学概念具有发展的抽象性+表征的多

元性+理解的层次性+联结的系统性等特征( 优良

的认知结构是数学知识理解的基础#有助于知识

的贮存和提取#有助于迁移的产生#并与个体自我

监控和问题解决能力有密切联系等,!-

( 因此#准

确评价出个体已经知道了什么#全面+清楚的认识

个体的认知结构是个体下一步学习及教师教学的

关键( 然而#传统的评价是基于经典测试理论

!;,/557;/,1451124+.9# DYY"#通过多次平行测试用

个体的分数来刻画内在的能力( 显然#这种用分

数来刻画个体能力的评价是不够全面的,%-

( 同

时#个体数学知识内化所形成的数学认知结构#其

内隐性为评价带来困难(

知识空间理论!R(+3,4=I45\/;4124+.9# :̂Y"

是由美国数学心理学家 N/,Z/I(4和比利时数学

心理学家 d+7I(+( 于 ?MB$ 年提出的一种数学理

论,@-

( :̂Y通过分析学生对某知识域上不同水平

的一系列有关问题解答情况来确定学生的知识状

态( 进而#根据外在表现的知识状态#诊断出个体

的能力状态#评价个体在不同知识中的认知水平#

并为个体的下一步学习作指导,$A#-

( 在 :̂Y中#

要对个体进行知识评价#需要构建两个结构#一个

是外在表现的知识结构#一个是内在的能力结构#

因此# :̂Y可看成是对奥苏贝尔认知结构的具体

描述( 显然# :̂Y是基于结构的评价#这种评价不

仅仅依赖于测试的分数# :̂Y是 DYY理论的发展

和完善( 近年来#关于 :̂Y的研究在国内取得了

重要的进展,PA?@-

(

二分 :̂Y中个体对问题的回答只是完全正

确或错误#而没考虑个体对问题的部分回答的情

况( 这在对于客观问题的回答#如选择题+填空题

等时是有效的( 但在对主观问题#如解答题#需体

现个体对问题部分解决时是有局限的( 同时#有

些问题#如心理评价与社会科学等中的问题个体

很难用&是'或者&否'来回答,?$A?#-

( 因此#有些学

者将二分 :̂Y推广到多分的情形( ?MMP 年

:;2.4\\首先研究了在线性序下的多分知识结

构,?P-

( !"?? 年_/.1,和_4,+2,/84R

,?B-研究了完全

剩余格下的分级知识状态( !"!" 年 :140/('117等

人研究了问题响应值是格的多分知识结构,?M-

(

U4,,4.在 !"!? 年研究了响应值是完备格的多分

知识结构#并研究了问题不同响应值的多分知识

结构,!"-

( !"!% 年#:'(等人从模糊技能和良级的

角度研究了多分知识结构,!?A!!-

( !"!$ 年#G' 和

g/(I等人分别从粗糙集理论中的 [A模糊近似算

子和[A模糊 :A近似算子讨论了多分知识结构的

构造,!%A!@-

( C2+' 等人从概念认知学习的角度研

究了基于多分问题上的模糊技能函数的技能评估

方法,!$-

(

在实际的数学教学中#问题的响应值往往有

不同的情形( 比如问题 V&你对指数函数学习是

否有兴趣'#对此问题回答的响应值可采用李克

特量表表示为&非常有兴趣' &有兴趣' &一般'

&没兴趣'&非常没兴趣'( 问题_&

B

M

J

!

M

'#其解

题过程为

B

M

J

!

M

q

#

M

66? 分#理解同分母减法%

B

M

J

!

M

q

!

%

66! 分#理解分数化简(

对此问题回答的响应值可以用集合4"#?#!5来表

示( 因此#问题不同响应值的多分知识结构是数

学教与学过程中经常会遇到的( 结合 :140/('117+

U4,,4.+:'(等人的工作#本文研究由部分子集族

来刻画问题不同响应值的多分知识结构( 在 :̂Y

中#存在两种常见的多分知识结构$一种是多分知

识空间#另一种是多分闭包空间( 多分知识空间

满足逐点并封闭性#用教育心理学的术语即两个

体相互交流后#他们的多分知识状态可达到两个

多分知识状态的并( 多分闭包空间满足逐点交封

闭性#用教育心理学的术语即两个多分知识状态

的交#就是这两个个体的共同基础( 基于多分知

识空间的逐点并封闭性及多分闭包空间的逐点交

封闭性#可以用它们的子集族来刻画这两类多分

知识结构(

本文旨在研究问题不同响应值的多分知识结

构的基与交式生成组( 文章第 ? 节介绍多分知识

结构理论的基本概念#第 ! 节主要讨论多分知识

空间的基及寻找基的方法( 第 % 节介绍多分闭包

空间的交式生成组及生成极小交式生成组的方

法#第 @ 节讨论基于问题不同响应值的知识评价#

第 $ 节对文章进行总结(

@A多分9FE的基本概念

在 :̂Y中# 某领域的知识可以用问题来表

.M?#.第 % 期>>>>>>>>>>>>>>>孙文#等$多分知识结构的基与交式生成组



示#这些问题组成的集合称为问题域#记为 P #

4=

?

#=

!

#6#=

$

5#其中=

"

!"#?#!#6#$"表示问题(

设P为问题集##

3

!

P

#如果
6 *

##P

*

##则称!P##" 为知识结构(# 中的元素称为知

识状态#表示在理想情况下个体能解决的 P中问

题子集#理想状态指个体对问题的回答避免粗心

大意错误或幸运猜测正确(

关于 :̂Y的背景可以参考 N/,Z/I(4和

d+7I(+(的相关著作和研究,$S#-

(下面介绍格与多

分知识状态的有关概念(

设!K#

#

"是一个偏序集#对任意的 b#/

*

K#

b

@

/表示4b#/5的上确界#b

?

/表示4b#/5的下

确界#如果对任意的 b#/

*

K#b

@

/

*

K且 b

?

/

*

K#则称!K#

#

" 是一个格(如果对任意的 U

3

K#5'\ U#b蕴含 b

*

U#则称 b是不可约元#其中

5'\ U是U的上确界#偏序集!K#

#

" 的所有不可

约元记为 K

&

(在偏序集!K#

#

" 中#记 b #/当且

仅当 b

#

/且/

#

b#b Z/当且仅当 b

#

/且 b

:

/(

定义 @

,!#-

>设% #4!

"

3

+$"

*

)5#其中)

是指标集#+是一个集合#,

3

+#如果存在双射

0

$,

(

)#使得对任意的4

*

,#有4

*

!

0

!4"

#则称

,是% 关于集合+的一个截面集(

记PEK

0

#

9

0

*

P

405 EK

0

#设,

3

PEK

0

#满

足L,L#LPL且
4

0

/

#=

D

*

,有0

:

=(定义映射

0

$,

(

P#使得对任意的0

/

*

,有
0

!0

/

" #0#则

0

$,

(

P是双射#且0

/

*

4

0

!0

/

"5 EK

0

!0

/

"

(则,是

集族4405 EK

0

$0

*

P5 关于 PEK

0

的一个截面

集(4405 EK

0

$0

*

P5 关于PEK

0

的所有截面集

记为 K

P

0

#并且对任意的,

*

K

P

0

#及任意的0

/

*

,#

记,!0" #/(

例 @A设问题集P#4F#G#J5#问题 F#G#J的

响应值集合分别为 K

F

#4"#?#!#%5#K

G

#4"#?5#

K

J

#4"#?#!#%#@5#对集合 K

F

赋予偏序 "

#

F

?#!

#

F

%#K

G

赋予偏序 "

#

G

?#K

J

赋予偏序 "

#

J

?

#

J

!

#

J

@ 且 "

#

J

%

#

J

@(则对问题 F#有 F EK

F

#4!F#

""#!F#?"#!F#!"#!F#%"5#对问题G#有GEK

G

#

4!G#""#!G#?"5#对问题 J#有 JEK

J

#4!J#""#

!J#?"# !J#!"# !J#%"# !J#@"5( 因此#P EK

0

#

9

0

*

P

405 EK

0

#4!F#""# !F#?"# !F#!"# !F#

%"#!G#""# !G#?"# !J#""# !J#?"# !J#!"# !J#%"#

!J#@"5(进而# 4405 EK

0

$0

*

P5 #44!F#""#

!F#?"# !F#!"# !F#%"5# 4!G#""# !G#?"5# 4!J#

""#!J#?"#!J#!"#!J#%"#!J#@"55(取 ,#4!F#

!"#!G#?"#!J#%"5#则,是4405 EK

0

$0

*

P5 关

于PEK

0

的一个截面集(此时#双射
0

$,

(

P为

0

!F#!" #F#

0

!G#?" #G#

0

!J#%" #J(用类似的

方法#本例中4405 EK

0

$0

*

P5 关于PEK

0

的一

个截面集共有 @" 个#这里不再一一列举(

设非空集族#

3

K

P

0

#对任意Q#(

*

##在#

上按问题逐点的方式定义偏序集 满足$Q (当

且仅当对任意的 0

*

P#有 Q!0"

#

0

(!0"(进一

步#Q#(当且仅当Q (且( Q#Q (当且仅当

Q (#且Q

:

((

在实际的教学与学习过程中#代表知识的问

题集都是有限的#因此#本文的问题集 P#以及对

任意的0

*

P#其响应值构成的偏序集!K

0

#

#

0

"

都是有限集(

CA多分知识空间的基与原子

本节考虑基于问题不同响应值的多分知识空

间的子集生成方式(

定义 C

,!"-

>设P是问题集#对每一个0

*

P#

!K

0

#

#

0

" 是一个格#顶元为
L

0

#底元为
M

0

(如果

#

3

K

P

0

#40

L

0

$0

*

P5

*

##40

M

0

$0

*

P5

*

#

并且
9

# #PEK

0

成立#则称!P#K

0

##"为多分

知识结构## 的中的元素Q称为多分知识状态(

注 @A定义 ! 中的多分知识结构和多分知识

状态是基于问题可以存在不同响应值集合的情

形#这样的定义具有一般性#并且符合教育的实际

情况(这样#每个问题响应值集合相同的多分知识

结构与状态就是定义 ! 的特殊情形(

记法@A设Q#(

*

K

P

0

#记 K #

9

0

*

P

K

0

#定义运

算(

?"Q ($P

(

K#满足对任意的 0

*

P有 Q

(!0" #Q!0"

@

0

(!0"%

!"Q ($P

(

K#满足对任意的 0

*

P有 Q

(!0" #Q!0"

?

0

(!0"(

定义 DA 设!P#K

0

## " 为一个多分知识结

构(对任意的Q#(

*

##如果Q (

*

##则称!P#

K

0

##" 是多分知识空间#如果 Q (

*

##则称

!P#K

0

## " 是多分闭包空间(

一般也称定义 % 中的多分知识空间满足逐点

并封闭#多分闭包空间满足逐点交封闭(

定义 IA 设&#&I

3

K

P

0

#如果&#4 %$%

3

&I5#则称&是&I的张成#记作 !&I" #&(

注 CA对于任何多分知识空间!P#K

0

##"#
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都存在# 的一个子集族#使得 # 可以表示为该

子集族的张成(这样的子集族可以充分的表征

#(现在考虑问题不同响应值的多分知识空间的

基与原子(

定义 JA 设!P#K

0

##" 是一个多分知识空

间#'

3

#(如果'满足$

?" !'" ##%

!" 对于任意的'I

3

## !'I" ##且'I

3

'蕴含' #'I(则称'是# 的基(

显然#定义 $ 表明## 的基是能张成 # 的关

于集合包含关系的极小子集族(如果'是多分知

识空间!P#K

0

##"的基#则对任意的Q

*

'#不存

在'I

3

'w4Q5#使得Q# 'I(我们有以下结

论$

命题 @A 设!P#K

0

## " 是一个多分知识空

间#'是#的基#如果存在&

3

##使得 !&" #

##则'

3

&(由此## 有唯一的基(

证明>假设Q

*

'w&#则存在"

3

&使得

Q# "(又因为'是#的基# 则对任意的C

*

" 都存在 '

C

3

'# 使得 C # '

C

( 则 Q #

C

*

"

! '

C

"#这意味着存在" I#4

9

'

C

LC

*

"5

3

'w4Q5#使得Q# " I#则 !'w4Q5" #

#(又因为'w4Q5

3

'#则 'w4Q5 #'#矛盾(

因此#'

3

&(又因为#是有限的#则必然存在'

3

#使得 !'" ###且'是关于集合包含关系

的极小子集族(假设'

?

和'

!

都是# 的基#则有

'

?

3

'

!

和'

!

3

'

?

#因此'

?

#'

!

#即#有唯

一的基(证毕(

命题 ? 表明每个多分知识空间都存在唯一的

基#一个自然的问题是#怎样得到该多分知识空间

的基(

定义 TA 设!P#K

0

##" 是一个多分知识结

构#对任意的0

*

P#/

*

K

0

w4

M

0

5#一个多分知识

状态Q

*

#称为是在0

/的极小多分知识状态#如

果Q满足以下两个条件$

?"0

/

*

Q%

!" 对任意的QI

*

##如果0

/

*

QI且QI Q

则Q#QI(

记法 CA 设!P#K

0

##" 是一个多分知识结

构## 在0

/的所有极小多分知识状态记为 (

0

/

(

进而## 的所有极小多分知识状态记为 (

Q

#

4Q$Q

*

(

0

/

#0

*

P#/

*

K

0

w4

M

0

55(

定义 XA 设!P#K

0

## " 是一个多分知识空

间#一个多分知识状态 Q

*

# 称为在 0

/处的原

子#如果0

/

*

Q且不存在'I

3

(

Q

w4Q5#使得Q

# 'I(

记法 DA 设!P#K

0

## " 是一个多分知识空

间#对任意的0

*

P#/

*

K

0

w4

M

0

5#0

/处所有原子

的集合记为
%

0

/

# 进而问题 0的原子记为
%

0

#

9

/

*

K

0

w4

M

0

5

%

0

/

(

我们有以下结论$

定理 @A 设!P#K

0

## " 是一个多分知识空

间#'是!P#K

0

##" 的基#则 #

9

0

*

P

%

0

(

证明>假设存在Q

*

'#但Q

D9

0

*

P

%

0

#则对

任意的 0

*

P#有 Q

D %

0

#于是对任意的 /

*

K

0

w4

M

0

5#有Q

D%

0

/

(令Q!0" #/

0

#则可选择Q

0

/

0

*

Q#使得0

/

0

*

#

0

/

0

Q(因此#Q#

0

*

P

Q

0

/

0

#这与

基的定义矛盾#因此'

39

0

*

P

%

0

/

(反之任取Q

*9

0

*

P

%

0

#则存在&

3

'#使得Q# &(因此#根据原子

定义有Q

*

&#进而Q

*

'(综上#' #

9

0

*

P

%

0

(证

毕(

例 CA取与例 ? 中相同问题域以及每个问题

对应的偏序集合(考虑多分知识结构# #4"""#

?""#"??#???#!?"#%""#?"!#!"?#??!#%"?#""@#

%?"#!??#??%#%??#!"%#%"!#?"@#"?@#??@#!"@#

!?%#%?!#%"%#!?@#%?%#%"@#%?@5#容易验证# 是

多分知识空间(在 F

? 处的所有极小多分知识状态

为(

F

?

#4?""5#在G

? 处的所有极小多分知识状

态为(

G

?

#4"??#!?"#??%5#在J

? 处的所有极小

多分知识状态为(

J

?

#4"??#!"?5#在 F

! 处的所

有极小多分知识状态为 (

F

!

#4!"?#!?"#!"%5#

在 J

! 处的所有极小多分知识状态为 (

J

!

#

4?"!5#在 F

% 处的所有极小多分知识状态为 (

F

%

#4%""5#在J

%处的所有极小多分知识状态为.

J

%

#4??%#!"%5#在J

@ 处的所有极小多分知识状态

为.

J

@

#4""@5(因此#在 F

?处的所有原子为
%

F

?

#

4?""5#在 G

? 处的所有原子为
%

G

?

#4"??#!?"#

??%5#在J

? 处的所有原子为
%

J

?

#4"??#!"?5#在

F

! 处的所有原子为
%

F

!

#4!"?#!?"#!"%5#在J

!处

的所有原子为
%

J

!

#4?"!5#在 F

%处的所有原子为

%

F

%

#4%""5#在 J

% 处的所有原子为
%

J

%

#4??%#

!"%5#在J

@ 处的所有原子为
%

J

@

#4""@5(因此去

掉重复元可得#

9

0

*

P

%

0

#4?""#"??#!?"#!"?#?"!#

%""#""@#??%#!"%5#该集族即为多分知识空间 #

的基(由基张成整个多分知识空间的过程如表 ?

所示#右列中所有状态构成的集族就是#(

.?!#.第 % 期>>>>>>>>>>>>>>>孙文#等$多分知识结构的基与交式生成组



表 ?>由基张成多分知识空间

Y/T)?> :\/((7(I\+,91+Z+'5R(+3,4=I45\/;40.+Z 124

T/575

原子 """

?"" ?""

"?? "??#???

!?" !?"#%?"#!??#%??

!"? !"?#%"?

?"! ?"!#??!#%?!#%"%

%"" %""#%"!

??% ??%#??@#%?%#%?@

!"% !"%#!?@#!?%#!"@#%"@

""@ ""@#?"@#"?@

DA多分闭包空间的交式生成组

现在考虑基于问题不同响应值的多分闭包空

间的子集生成方式(

定义WA设&#&I

3

K

P

0

#如果对于任意的T

*

&都存在%

3

&I使得T# %#则称&I是&的

交式生成组#记作 !&I" #&(

定义UA设&

3

K

P

0

#%是&的交式生成组#如

果对于任意的% I

3

&# !% I" #&且% I

3

%

蕴含% #% I#则称%是&的极小交式生成组(

显然#定义M的极小性表明#如果%是&的极

小交式生成组#则对任意的!

*

%#不存在% I

3

%w4!5#使得!# % I(关于极小交式生成组#

我们有以下结论$

命题 CA 设!P#K

0

## " 是一个多分闭包空

间#% 是# 的极小交式生成组(如果存在 &

3

##使得 !&" ###则%

3

&(由此## 有唯一

的极小交式生成组(

证明>假设Q

*

%w&#则存在"

3

&使得

Q# "(又因为%是#的极小交式生成组#则对

任意的C

*

"#都存在%

C

3

%使得C# %

C

(则

Q#

C

*

"

! %

C

"#这意味着存在" I#4

9

%

C

LC

*

"5

3

%w4Q5 使得Q# " I#这与%是

#的极小交式生成组矛盾(因此#%

3

&(因为#

是有限的#则必然存在%

3

#使得 !%" ###

且% 是关于集合包含关系的极小子集族(假设

%

?

和%

!

都是#的极小交式生成组#则有%

?

3

%

!

和%

!

3

%

?

#因此%

?

#%

!

#即#有唯一的

极小交式生成组#证毕(

命题 ! 表明对任意多分闭包空间#存在唯一

的极小交式生成组#一个自然的问题是#怎样得到

该多分闭包空间的极小交式生成组(

定义 @VA 设!P#K

0

##" 是一个多分知识结

构#对任意的0

*

P#/

*

K

0

#一个多分知识状态Q

*

#被称为是0

/的极大多分知识状态#如果Q满

足以下两个条件$

?"0

/

*

Q%

!" 对任意的QI

*

##如果0

/

*

QI且Q QI

则Q#QI(

记法 IA 设!P#K

0

##" 是一个多分知识结

构##在0

/处的所有极大多分知识状态记为)

0

/

(

进而## 的所有极大多分知识状态记为 )

#

#

4Q$Q

*

)

0

/

#0

*

P#/

*

K

0

5(

根据定义 M 和 ?"#有以下引理 ?(

引理 @A 设!P#K

0

##" 是多分闭包空间#%

是# 的极小交式生成组#则%

3

)

#

(

证明>假设Q

*

%w)

#

#则Q#

0

*

P

H

0

Q!0"

#其

中对任意的 0

*

P#有 H

0

Q!0"

*

)

0

Q!0"

并且 Q

H

0

Q!0"

(又因为%是#的极小交式生成组#则对任

意的H

0

Q!0"

*

)

0

Q!0"

#都存在%

0

3

% 使得H

0

Q!0"

# %

0

(这意味着#Q#

0

*

P

! !

0

"#这与% 是#

的极小交式生成组矛盾(因此#%

3

)

#

(证毕(

定义 @@A设!P#K

0

## " 是一个多分闭包空

间#一个多分知识状态Q

*

)

0

/

称为在0

/处的交

式生成子#如果不存在%

3

)

#

w4Q5#使得Q#

%(

记法 JA 设!P#K

0

## " 是一个多分闭包空

间#对任意的0

*

P#/

*

K

0

#0

/处所有的交式生成

子构成的集合记为
*

0

/

#进而问题0的所有交式生

成子构成的集合记为
*

0

#

9

/

*

K

0

*

0

/

(

我们有以下结论$

定理 CA 设!P#K

0

## " 是一个多分闭包空

间#% 是# 的极小交式生成组#则% #

9

0

*

P

*

0

(

证明>假设存在Q

*

%#但Q

D9

0

*

P

*

0

#则对

任意的0

*

P#有Q

D*

0

#于是对任意的/

*

K

0

#有

Q

D *

0

/

(令Q!0" #/

0

#则可选择Q

0

/

0

*

##使得

0

/

0

*

Q Q

0

/

0

(因此#Q#

0

*

P

Q

0

/

0

( 又对任意的

Q

0

/

0

#都存在%

Q

0

/

0

3

%使得Q

0

/

0

# !

Q

0

/

0

(则Q#
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0

*

P

! %

Q

0

/

0

"#这意味着存在% I

3

%w4Q5使得

Q# % I#这与Q

*

%矛盾#因此%

39

0

*

P

*

0

(反

之#任取Q

*9

0

*

P

*

0

#则存在&

3

%#使得Q# &(

因此#由引理?和定义??知#Q

*

&#则Q

*

%(综

上#% #

9

0

*

P

*

0

(证毕(

定理 ! 表明#对于任意的多分闭包空间!P#

K

0

##"##的极小交式生成组由#的所有交式生

成子组成(

例 DA取与例 ? 中相同问题域以及每个问题

对应的偏序集合(考虑多分知识结构# #4"""#

?""# "?"# ""?# ??"# !""# ""!# ?"!# !?"# !"?#

""%# ?"%# "?%# ?"@# ??%# !?!# !?%# %?!# %?@5#

容易验证#是多分闭包空间(在 F

"处的所有极大

多分知识状态为)

F

"

#4""!# "?%5# 在G

"处的所

有极大多分知识状态为)

G

"

#4!"?# ?"@5# 在J

"

处的所有极大多分知识状态为 )

J

"

# 4??"#

!?"5#在 F

? 处的所有极大多分知识状态为)

F

?

#

4?"@# ??%5# 在G

? 处的所有极大多分知识状态为

)

G

?

#4%?@5# 在J

? 处的所有极大多分知识状态

为)

J

?

#4!"?5# 在 F

! 处的所有极大多分知识状

态为(

F

!

#4!?!# !?%5#在J

!处的所有极大多分

知识状态为)

J

!

#4%?!5# 在 F

% 处的所有极大多

分知识状态为)

F

%

#4%?@5# 在J

% 处的所有极大

多分知识状态为)

J

%

#4??%# !?%5#在J

@ 处的所

有极大多分知识状态为 )

J

@

#4%?@5( 进而# 因

为 ""! #!?! ?"@# "?% #??% !?%# 所以在 F

"处

的所有交式生成子为
*

F

"

#

6

( 在G

" 处的所有交

式生成子为
*

G

"

#4!"?# ?"@5(又因为 ??" #%?!

??%# !?" #!?! !?%# 所以在J

" 处的所有交式

生成子为
*

J

"

#

6

( 在 F

? 处的所有交式生成子为

*

F

?

#4?"@# ??%5# 在G

? 处的所有交式生成子为

*

G

?

#4%?@5# 在J

? 处的所有交式生成子为
*

J

?

#

4!"?5# 在 F

!处的所有交式生成子为
*

F

!

#4!?!#

!?%5# 在J

!处的所有交式生成子为
*

J

!

#4%?!5#

在 F

% 处的所有交式生成子为
*

F

%

#4%?@5# 在J

%

处的所有交式生成子为
*

J

%

#4??%# !?%5# 在 J

@

处的所有交式生成子为
*

J

@

#4%?@5( 因此# 去掉

重复元可得#

9

0

*

P

*

0

#4!"?# ??%# %?!# ?"@# !?!#

!?%# %?@5#根据定理 !#该集族为多分闭包空间

# 的极小交式生成组(由极小交式生成组构建整

个多分闭包空间#的过程如表!所示# 右列中所

有状态构成的集族就是#(

表 !>由极小交式生成组构建多分闭包空间

Y/T)!> D+(51.';17(I\+,91+Z+'5;,+5'.45\/;40.+Z 124

Z7(7Z/,7(14.54;17+( I4(4./17+( I.+'\

>>>交式生成子 %?@

>>!?% !?%

>>!?! !?!#!?"

>>??% ??%#"?%#"?"

>>?"@ ?"@#""%#""!#"""#?"%

>>%?! %?!#??"#?"!#?""

>>!"? !"?#!""#""?

IA问题不同响应值的知识评价

任给一个多分知识结构#本节研究基于问题

不同响应值的多分知识结构对个体进行知识评

价(这种评价过程不同于利用扩展多分知识结构

和多分问题的评价,!P-

#而是直接对二分问题进行

测试的知识评价(我们以例 % 中的多分闭包空间

为例#阐述这种评价过程#至于多分知识空间和多

分知识结构#可以做类似的评价(为了阐明这一评

价过程#我们先介绍以下记法(

记法 TA 设!P#K

0

##" 为一个多分知识结

构#对任意的 0

*

P#/

*

K

0

#记 #

0

/

#4Q$0

/

*

Q5(

考虑例 % 中的多分知识结构 # #4F

"

G

"

J

"

#

F

?

G

"

J

"

#F

"

G

?

J

"

#F

"

G

"

J

?

#F

?

G

?

J

"

#F

!

G

"

J

"

#F

"

G

"

J

!

#F

?

G

"

J

!

#

F

!

G

?

J

"

#F

!

G

"

J

?

#F

"

G

"

J

%

#F

?

G

"

J

%

#F

"

G

?

J

%

#F

?

G

"

J

@

#F

?

G

?

J

%

#

F

!

G

?

J

!

#F

!

G

?

J

%

#F

%

G

?

J

!

#F

%

G

?

J

@

5(显然#根据记法 # 有

#

F

?

#4F

?

G

"

J

"

#F

?

G

?

J

"

#F

?

G

"

J

!

#F

?

G

"

J

%

#F

?

G

"

J

@

#F

?

G

?

J

%

5(

假设某个体的多分知识状态Q

*

##因为测试开

始前没有Q的相关信息#此时记#

"

##(测试开

始时#向个体测试第一个问题 =#如果个体能解决

问题=到水平/#则从#

"

中删除所有不包含=

/的

多分知识状态#如果个体不能解决问题 =到水平

/#则从#

"

中删除所有包含 =

/的多分知识状态(

然后#再测试下个问题#重复此过程#直到第 $ 步

的#

$

中只包含一个多分知识状态#则这个多分

知识状态就是个体的多分知识状态(

假设某个体的多分知识状态为 Q#4F

%

#G

?

#

J

!

5#则按照 % 个问题的排列有 # 种不同测试顺序

的情况#现讨论其中的 % 种#其余类似(

如果该个体第一次测试问题 F#则个体能回

答 F到第 %层#因此#在#

"

中删除不包含 F

% 的多

.%!#.第 % 期>>>>>>>>>>>>>>>孙文#等$多分知识结构的基与交式生成组



分知识状态#得到 #

?

#4F

%

G

?

J

!

#F

%

G

?

J

@

5(因为

#

?

中两个状态都包含 G

?

#此时若测试问题 G#则

不能区分这两个状态#因此#第二次测试可以选择

问题J#则个体能回答J到第!层#在#

?

中删除不

包含J

! 的多分知识状态#得到#

!

#4F

%

G

?

J

!

5(因

为#

!

中只包含多分知识状态4F

%

#G

?

#J

!

5#则这个

多分知识状态就为该个体的多分知识状态(由此

可知#对于多分知识状态为Q#4F

%

#G

?

#J

!

5 的个

体#按照 F

(

J的顺序进行两次测试#就能得到该

个体的多分知识状态#而不需要测试所有问题(

如果该个体第一次测试问题 G#则个体能回

答G到第 ?层#因此#在#

"

中删除不包含G

? 的多

分知识状态# 此时得到 #

?

# 4F

"

G

?

J

"

#F

?

G

?

J

"

#

F

!

G

?

J

"

#F

"

G

?

J

%

#F

?

G

?

J

%

#F

!

G

?

J

!

#F

!

G

?

J

%

#F

%

G

?

J

!

#F

%

G

?

J

@

5(

如果该个体第二次测试问题J#则个体能回答J到

第 !层#因此#在#

?

中删除不包含J

! 的多分知识

状态#得到#

!

#4F

!

G

?

J

!

#F

%

G

?

J

!

5(个体第三次测

试问题 F#则个体能回答 F到第 % 层#因此#在#

!

中删除不包含 F

% 的多分知识状态#得到 #

%

#

4F

%

G

?

J

!

5因为#

%

中只包含多分知识状态4F

%

#G

?

#

J

!

5#则这个多分知识状态就为该个体的多分知识

状态(由此可知#对于多分知识状态为 Q#4F

%

#

G

?

#J

!

5 的个体#按照G

(

F

(

J的顺序进行 %次测

试#才能得到该个体的多分知识状态(

如果该个体第一次测试问题 J#则个体能回

答J到第 !层#因此#在#

"

中删除不包含J

! 的多

分知识状态# 此时得到 #

?

# 4F

"

G

"

J

!

#F

?

G

"

J

!

#

F

!

G

?

J

!

#F

%

G

?

J

!

5(如果该个体第二次测试问题 F#则

个体能回答 F到第 % 层#因此#在#

?

中删除不包

含 F

% 的多分知识状态#得到#

!

#4F

%

G

?

J

!

5(由此

可知#对于多分知识状态为Q#4F

%

#G

?

#J

!

5 的个

体#按照J

(

F的顺序进行两次测试#就能得到该

个体的多分知识状态#而不需要测试所有问题(在

评估出个体的多分知识状态后#可基于多分知识

结构对个体进行学习指导(对于多分知识状态为

Q#4F

%

#G

?

#J

!

5 的个体#在多分知识结构 # 中#

有 F

!

G

?

J

!

(

F

%

G

?

J

!

(

F

%

G

?

J

@

#F

?
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"
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!

(

F

%
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J

!

(
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%
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@

#F

?

G

?

J

"

(

F

%

G

?

J

!

(

F

%

G

?

J

@

#如图 ? 所示(

由图 ? 可知#该个体刚学会问题 F到第 ! 层#

或者刚学会问题 F到第?层但对问题G完全不会#

或者刚学会问题 F到第?层但对问题J完全不会(

因此#该个体需要对问题 F的第?层和第!层进行

训练复习#强化巩固( 同时#该个体下一步可学习

问题J到第 @ 层#教师在教学时需对问题J的第 @

层进行指导(

图 ?>多分知识状态 F

%

G

?

J

! 的路径图

N7I)?>O/125+0124\+,91+Z+'5R(+3,4=I451/14F

%

G

?

J

!

JA结语

问题不同响应值表示个体在对问题回答时#

不同问题的评价方式可能不一样( 这种情形下的

多分知识状态代表了个体解决每个问题的具体水

平( 对于响应值不同的情形#多分知识状态之间

的包含关系及交并运算都按每个问题对应的响应

值的偏序关系定义(

根据多分知识空间逐点并封闭的特征#定义 $

和定义 P 分别给出了多分知识空间的基和原子的

定义( 进一步#定理 ? 证明了多分知识空间基由

它的所有原子组成( 根据多分闭包空间逐点交封

闭的特征#定义 M 和 ?? 分别给出了多分闭包空间

的极小交式生成组和交式生成子的定义( 命题 ?

表明每一个多分知识空间的基是唯一的( 进而#

定理 ? 阐明了多分知识空间基的构成#即多分知

识空间的基由其所有原子组成( 命题 ! 表明每一

个多分闭包空间的极小交式生成组是唯一的( 进

而#定理 ! 阐明了极小交式生成组的构成#即多分

闭包空间的极小交式生成组由其所有的交式生成

子组成( 为了对有关定义和定理深刻理解#例 ?

用 % 个问题及每个问题对应的不同的响应值集合

阐明了截面集的概念( 根据定理 ?#例 ! 详细讨

论了寻找基于问题不同响应值的多分知识空间基

的方法#同时阐明了由基张成多分知识空间的方

法( 根据定理 !#例 % 详细讨论了寻找问题不同

响应值的多分闭包空间的极小交式生成组的方

法#并阐明了由极小交式生成组构造多分闭包空

间的方法(

多分知识结构通过子集来刻画可非常便捷的

贮存#更重要的是#多分知识空间的原子以及多分

闭包空间的交式生成子在教育心理学中有重要的

作用( 按照奥苏贝尔的有意义学习理论#原子与

.@!#. 西北大学学报!自然科学版">>>>>>>>>>>>>>>>>第 $# 卷



交式生成子可以通过交并运算生成多分知识结

构#这可以看成是后续学习的基础和知识固着点(

原子与交式生成子分别在多分知识空间和多分闭

包空间起着核心作用( 同时#Y/,,提出的认知根

源理论认为#认知根源是一个有意义的核心知识

的认知单元#并在后继的学习中具有长远意

义,!B-

( 因此#原子与交式生成子类似于韬尔提出

的认知根源(

在第 @ 节讨论了基于问题不同响应值的多分

知识结构对个体进行知识评价#并以例 % 中的多

分闭包空间为例#阐述了这种评价过程( 从评价

过程可以看出#虽然每个问题的响应值不同#但可

以通过有限次的测试诊断出个体的多分知识状

态( 然后#基于已给定的多分知识结构中的学习

路径#可对个体下一步的学习作指导#并对个体刚

学会的问题进行练习#强化个体的理解(

根据认知心理学的观点#个体能解决某些问

题#是因为个体掌握了解决这些问题所需的技能#

或者说个体拥有了解决这些问题的能力( 一个显

然的问题是#如何从技能或模糊技能,!M-和技能函

数的角度构造多分知识空间+多分闭包空间以及

多分知识结构( 按照 O7/I41的认知发展理论,%"-

和V(=4.5+( 的 VDYÀ 理论,%?-

#不同个体对技能

熟练程度可能不一样#因此#如何根据不同技能熟

练程度来构造响应值不同的多分知识结构是值得

考虑的问题( 另外#本文的知识评价是根据多分

知识结构诊断出个体的多分知识状态#但更有意

义的是如何根据外在表现的多分知识状态诊断出

个体的内在的能力和能力状态#这个问题需在以

后工作中考虑(
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