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摘要@三元概念分析作为形式概念分析的一种扩展理论和方法! 主要用于处理三维数

据! 三元概念获取是其重要的研究问题之一" 本文借鉴形式概念分析中基于对象概念获

取所有二元概念的研究思路给出获取所有三元概念的方法" 首先! 在已有的对象R条件

三元粒概念生成三元概念方法的基础上! 给出从对象R条件三元粒概念的内涵集出发获

取所有三元概念的方法( 其次! 根据三元背景的特点以及三元概念外延#内涵和方式之

间的关系! 提出了基于属性R对象)条件 R属性*三元粒概念方式集)外延集*的获取所

有三元概念的方法( 最后! 对本文所提出的方法以属性R对象三元粒概念为例给出具体

的计算步骤"

关键词@对象概念(三元粒概念(外延集(内涵集(方式集
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@@随着社会日新月异的发展#数据的复杂度也

逐步提升#h9,,'等人受Q'90='三个论域范畴中实

用主义哲学的启发提出了三元概念分析+%,数据

处理方法#可为某些复杂数据的知识获取提供一

些有效的途径&

三元概念分析是形式概念分析+!AC,的推广#其

基础数据是一个三维交叉表#是由对象集(属性

集(条件集以及这三者之间的三元关系构成的四

元组#称其为三元背景& 在三元背景中有两类诱

导算子#称由这些算子产生的不动点所对应的三

元对!R

%

# R

!

# R

C

"为三元概念# R

%

# R

!

和R

C

分别

为该三元概念的外延(内涵和方式&

在三元概念分析提出的初期#有关该理论的

研究主要集中在概念三元格的构造+NAB,

(三元蕴含

及关联规则挖掘+bAa,

(三元背景的因子分析和模糊

化+%"A%%,等方面& 三元概念分析与形式概念分析

之间具有很强的关联性#因此三元概念分析中这

些问题的解决思路都与形式概念分析中相关问题

的研究思路密切相关+%!,

& 比如#三元背景可以拆

分成不同的形式背景#三元背景中的两类诱导算

子可以看作是某一种形式背景下的诱导算子&

基于这两个理论之间的关系#许多学者又将

形式概念分析中的约简+%CA%N,

(多粒度分析+%$A%#,

(

近似概念+%B,以及基于布尔矩阵的形式概念获取

方法+%bA%a,等研究问题引入到三元概念分析中#进

一步丰富了三元概念分析的理论和方法& 如魏玲

等提出了三元背景基于二元关系不变的约简+!",

%

h21等通过引入多粒度分析提出了多粒度三元

概念分析并研究了最优粒度组合的选择问题+!%,

%

J121927等通过对用户需求进行近似处理提出了

一种从三元背景中获取知识的新方法+!!,

%王霞等

将粗糙集近似算子引入到三元概念分析中提出了

基于粗糙集的三元概念分析+!C,

#还将布尔矩阵引

入到三元概念分析中#研究三元背景和三元概念

的布尔矩阵表示方法+!N,

&

此外#鉴于形式概念分析中对象概念在形式

概念获取过程中的特殊作用#王霞等提出了对象

R条件三元概念#并由此给出了一种三元概念的

获取方法+!$,

& 随后#李俊余等在研究三元概念约

简时还提出了另外 $ 种特殊三元概念#分别是条

件R对象三元概念(属性R对象三元概念(对象R

属性三元概念(条件 R属性三元概念和属性 R条

件三元概念+!#,

& 本文在这些特殊三元概念的基

础上#探讨如何从三元概念的外延集(内涵集和方

式集出发获取所有的三元概念#从粒计算的角度

分析#将这 # 种特殊三元概念称为三元粒概念&

一方面在文献+!$,的基础上#借鉴基于对象内涵

集获取所有形式概念的方法#给出基于对象 R条

件三元粒概念内涵集的获取所有三元概念的方

法#并说明条件R对象三元粒概念与对象 R条件

三元粒概念在此方法中所起到的作用是一样的%

另一方面#根据三元概念外延(内涵和方式之间的

关系#给出基于属性R对象!对象 R属性"三元粒

概念方式集的获取所有三元概念的方法#以及基

于条件R属性!属性 R条件"三元粒概念外延集

的获取所有三元概念的方法&

<=预备知识

本节给出形式概念分析与三元概念分析的基

础知识&

<)<=形式概念分析基础知识

定义 <

+!(C,

@称!A#Z#G" 为形式背景#其中A

;55

%

#6#5

$

7 为对象集#每一个 5

.

!.

$

$" 称为

一个对象#Z ;50

%

#6#0

\

7 为属性集#每一个

0

U

!U

$

\" 称为一个属性#G为A和Z之间的二元

关系#即G

7

A=Z&若!5#0"

)

G#则表示对象 5具

有属性0#记为 5G0&

在形式背景T;!A#Z#G" 中#对于对象子集

R

7

A和属性子集6

7

Z#h9,,'等提出了一对诱

导算子+!(C,

#具体定义为

R

<

;50

)

Z[

+

5

)

R#!5#0"

)

G7#

6

<

;55

)

A[

+

0

)

6#!5#0"

)

G7&

式中$R

< 表示R中所有对象共同具有的最大的属

性集合%6

<表示共同具有6中所有属性的最大的

对象集合&进一步#若二元对!R#6" 满足 R

<

;6

且6

<

;R# 则称!R#6" 为形式概念#简称概念&

其中#R称为概念的外延#6称为概念的内涵&

记形式背景T中所有概念的集合为 8!T"#在

任意两个概念!R

%

#6

%

"#!R

!

#6

!

" 之间定义偏序关

系以及上(下确界运算如下$

!R

%

#6

%

"

$

!R

!

#6

!

"

=

R

%

7

R

!

!

=

6

!

7

6

%

"#

!R

%

#6

%

"

?

!R

!

#6

!

" ;

@@!!R

%

*

R

!

"

<<

#6

%

8

6

!

"#

!R

%

#6

%

"

@

!R

!

#6

!

" ;

@@!R

%

8

R

!

#!6

%

*

6

!

"

<<

"&

+

5

)

A#

+

0

)

Z# 记557

<为 5

<

#称其为

对象内涵#记507

< 为0

<

#称其为属性外延#并称
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概念!5

<<

#5

<

" 为对象概念# !0

<

#0

<<

" 为属性

概念&这两类特殊概念的一个重要性质如引理 %

所述&

引理 <

+!(C,

@设 T;!A#Z#G" 为形式背景#

8!T" 为其概念的集合&

+

!R#6"

)

8!T"#有

!R#6" ;

?

5

)

R

!5

<<

#5

<

" ;

@

0

)

6

!0

<

#0

<<

"&

由引理 % 知#任意一个概念可由某些对象概

念通过
?

运算得到#也可由某些属性概念通过
@

运算得到&因此#从粒计算的角度分析#将这两类

概念看作是一种粒#由这些粒出发可以得到所有

概念&以对象概念为例#此方法的步骤可描述为$

步骤 <=利用
<

算子求出所有对象概念的

集合( ;5!5

<<

#5

<

" [5

)

A7%

步骤 ?=通过对象内涵的交运算得到所有概

念的内涵

8

)

!T" ;5

8

5

<

.

[!5

<<

.

#5

<

.

"

)

*#

@@*

7

(7

*

Z%

步骤 @=利用
<

算子得到所有概念

8!T" ;5!!

8

5

<

.

"

<

#

8

5

<

.

" [

8

5

<

.

)

@@8

)

!T"7

*

5!Z

<

#Z"7&

为了方便与三元概念分析中的相关名称进行

对应#后续本文称形式背景为二元背景#形式概念

为二元概念&

<>?=三元概念分析基础知识

本小节仅简单罗列一些与本文相关的三元概

念分析中的定义和性质#更多详细内容可参考文

献+%#N(%%,&

定义 ?

+%,

@称!C

%

#C

!

#C

C

#I" 为三元背景#其

中C

%

为对象集#C

!

为属性集#C

C

为条件集#I为

C

%

#C

!

和C

C

之间的三元关系#即I

7

C

%

=C

!

=C

C&

称C

%

#C

!

和 C

C

中的元素分别为对象(属性和条

件&若!#

%

##

!

##

C

"

)

I#则表示对象 #

%

在条件 #

C

下具有属性 #

!

&

三元背景上的两类诱导算子由定义 C与定义 N

给出&

定义 @

+%,

@设' ;!C

%

#C

!

#C

C

#I"为三元背

景#5.#U#97 ;5%#!#C7 且UN9# H

7

C

.

# _

7

C

U

=C

9

&!." <诱导算子定义为

H

!."

;5!#

U

##

9

"

)

C

U

=C

9

[

+

#

.

)

H#

@@!#

.

##

U

##

9

"

)

I7#

_

!."

;5#

.

)

C

.

[

+

!#

U

##

9

"

)

_#

@@!#

.

##

U

##

9

"

)

I7&

!." <诱导算子相当于二元背景 '

!."

;

!C

.

#C

U

=C

9

#I

!."

" 上的
<

算子&其中#

+

#

.

)

C

.

#

#

U

)

C

U

##

9

)

C

9

# 有

#

.

I

!."

!#

U

##

9

"

=

#

U

I

!U"

!#

.

##

9

"

=

#

9

I

!9"

!#

.

##

U

"

=

!#

.

##

U

##

9

"

)

I&

另外#从三元背景的结构出发定义的!.#U#

H

9

" <诱导算子如下&

定义 A

+%,

@设' ;!C

%

#C

!

#C

C

#I"为三元背

景#5.#U#97 ;5%#!#C7#H

.

7

C

.

# H

U

7

C

U

# H

9

7

C

9

&!.#U#H

9

" <诱导算子定义为

H

.

!.#U#H

9

"

;5#

U

)

C

U

[

+

!#

.

##

9

"

)

H

.

=H

9

#

!#

.

##

U

##

9

"

)

I7#

H

U

!.#U#H

9

"

;5#

.

)

C

.

[

+

!#

U

##

9

"

)

H

U

=H

9

#

!#

.

##

U

##

9

"

)

I7&

!.#U#H

9

" <诱导算子实为二元背景 '

.U

H

9

;

!C

.

#C

U

#I

.U

H

9

" 上的
<

算子&其中#

!#

.

##

U

"

)

I

.U

H

9

=+

#

9

)

H

9

# !#

.

##

U

##

9

"

)

I&

基于!." <诱导算子#三元概念的定义如下&

定义 B

+%,

@设' ;!C

%

#C

!

#C

C

#I"为三元背

景#R

.

7

C

.

# .;%#!#C&若满足R

.

;!R

U

=R

9

"

!."

#

其中5.#U#97 ;5%#!#C7 且 UN9# 则称!R

%

# R

!

#

R

C

" 为三元背景'的三元概念#R

%

# R

!

和R

C

分别

为三元概念的外延(内涵和方式&记+ !' "为三

元背景' 上所有三元概念的集合&

此外#记三元背景'上所有三元概念外延的

集合(内涵的集合和方式的集合分别为

,!' " ;5R

%

[!R

%

#R

!

#R

C

"

)

+ !' "7#

)!' " ;5R

!

[!R

%

#R

!

#R

C

"

)

+ !' "7#

- !' " ;5R

C

[!R

%

#R

!

#R

C

"

)

+ !' "7#

并依次称,!' "()!' " 和- !' " 为三元概

念的外延集(内涵集和方式集&

通过结合两类诱导算子#定理 % 给出了三元

概念的一种具体计算方法&

定理<

+%,

@设' ;!C

%

#C

!

#C

C

#I"为三元背

景#H

.

7

C

.

# H

9

7

C

9

且5.#U#97 ;5%#!#C7#记

R

U

;H

.

!.#U#H

9

"

# R

.

;H

.

!.#U#H

9

"!.#U#H

9

"

#

R

9

;!H

.

!.#U#H

9

" !.#U#H

9

"

=H

.

!.#U#H

9

"

"

!9"

&

则!R

%

#R

!

#R

C

" 为三元概念&

定理%提供的方法实际上是先由H

9

确定二元

背景'

.U

H

9

;!C

.

#C

U

#I

.U

H

9

"#再在该二元背景上利用

<

算子由H

.

得到二元概念!R

.

#R

U

"# 继而又在二

元背景'

!9"

;!C

9

#C

.

=C

U

#I

!9"

" 上利用
<

算子

由R

.

=R

U

得到R

9

&下面通过例 % 给出使用定理 %

计算三元概念的详细过程&
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例 <= 表 % 是一个三元背景 ' ;!C

%

#C

!

#

C

C

#I"#其中对象集C

%

;51#Q# F7#属性集C

!

;

5'#-#?# &7#条件集C

C

;5%# !# C# N# $7&

表 %@三元背景' o!C

%

#C

!

#C

C

#I"

]2()%@J4092?9==+14'K4' o!C

%

#C

!

#C

C

#I"

@@@@ % @@@@ @@@@ ! @@@@ @@@@ C @@@@ @@@@ N @@@@ @@@@ $ @@@@

' - ? & ' - ? & ' - ? & ' - ? & ' - ? &

1 w w w w w w w w w w

Q w w w w w w w

F w w w w w w w w

@@取对象子集H

%

;51# F7 和属性子集H

!

;

5-# ?7#记由H

%

和H

!

生成的三元概念为!R

%

#R

!

#

R

C

"# 则由定理 % 可知#

R

C

;H

!

!!#C#H

%

"

# R

!

;H

!

!!#C#H

%

" !!#C#H

%

"

#

R

%

;!H

!

!!#C#H

%

" !!#C#H

%

"

=H

!

!!#C#H

%

"

"

!%"

&

由H

%

确定的二元背景 '

!C

H

%

;!C

!

#C

C

#I

!C

H

%

"

如表 ! 所示&

表 !@二元背景'

!C

H

%

o!C

!

#C

C

#I

!C

H

%

"

]2()!@J(9120;=+14'K4'

!C

H

%

o!C

!

#C

C

#I

!C

H

%

"

% ! C N $

' w

- w w

? w w

& w

@@在表 ! 中#由于

H

!

<

;5-#?7

<

;5!7# !

<

;5'#-#?#&7#

故R

C

;H

!

!!#C#H

%

"

;5!7#

R

!

;H

!

!!#C#H

%

" !!#C#H

%

"

;R

C

!!#C#H

%

"

;5'#-#?#&7&

进一步#在表C所示的二元背景'

!%"

;!C

%

#C

!

=

C

C

#I

!%"

" 中可得

!R

!

=R

C

"

<

;!5'#-#?#&7 =5!7"

<

;

@@5!'#!"#!-#!"#!?#!"#!&#!"7

<

;51#F7#

故R

%

;!H

!

!!#C#H

%

" !!#C#H

%

"

=H

!

!!#C#H

%

"

"

!%"

;!R

!

=R

C

"

!%"

;51#F7&

因此#由定理%可得!1F# '-?&# !"是由H

%

;

51# F7 和H

!

;5-# ?7 生成的一个三元概念&

对任意的对象子集和属性子集对#采用上述

方法可得表 % 所示三元背景的所有三元概念的集

合为

+ !' " ; 5!

9

#C

!

#C

C

"# !1#-#%!C$"#

!1#'?&#!N"# !Q#'-&#$"# !F#?#%!N"# !F#-#

!N$"# !F#-?#!N"# !1Q#-#!C$"# !1F#C

!

#!"#

!C

%

#-#!$"# !C

%

#-?#!"# !C

%

#?#!N"# !C

%

#

9

#

C

C

"#!C

%

#C

!

#

9

"7&

表 C@二元背景'

!%"

o!C

%

#C

!

wC

C

#I

!%"

"

]2()C@J(9120;=+14'K4'

!%"

o!C

%

#C

!

wC

C

#I

!%"

"

!'#%" !'#!" !'#C" !'#N" !'#$" !-#%" !-#!" !-#C" !-#N" !-#$" !?#%" !?#!" !?#C" !?#N" !?#$" !&#%" !&#!" !&#C" !&#N" !&#$"

1 w w w w w w w w w w

Q w w w w w w w

F w w w w w w w w

?=两类诱导算子的性质

本小节从三元背景的两类诱导算子与二元背

景的诱导算子之间的关联性出发#给出相关性质#

作为后续三元概念获取的理论基础&

首先#已有结论表明!." <诱导算子和!.# U#

H

9

" <诱导算子之间的关系如下&

性质 <

+N($,

@设' ;!C

%

#C

!

#C

C

#I" 为三元

背景#5.#U#97 ;5%#!#C7#H

U

7

C

U

#H

9

7

C

9

&则有

!H

U

=H

9

"

!."

;H

U

!.#U#H

9

"

;H

9

!.#9#H

U

"

&

在二元背景'

.U

H

9

;!C

.

#C

U

#I

.U

H

9

" 中#当H

9

为

单点集时所对应的二元背景被称为 ?A=/4# 具体

定义如下&

定义I

+%",

@设' ;!C

%

#C

!

#C

C

#I"为三元背

景#称二元背景 .

.

5#

.

7

; !C

U

#C

9

#I

U9

5#

.

7

" 为 ?A=/4

!?;2?9=A=/4"&其中5.#U#97 ;5%#!#C7##

.

)

C

.

&

由定义 N 和定义 # 可知#!U#9# 5#

.

7" <诱导
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算子是 ?A=/4.

.

5#

.

7

;!C

U

#C

9

#I

U9

5#

.

7

" 上的
<

算子&

下面通过!." <诱导算子和 ?A=/4给出二元背

景'

U9

H

.

;!C

U

#C

9

#I

U9

H

.

" 的获取方法&

性质 ?= 设 ' ;!C

%

#C

!

#C

C

#I" 为三元背

景#5.#U#97 ;5%#!#C7 且UN9#H

.

7

C

.

&则有

H

.

!."

;I

U9

H

.

;

8

#

.

)

H

.

I

U9

5#

.

7

&

其中#I

U9

H

.

是二元背景 '

U9

H

.

;!C

U

#C

9

#I

U9

H

.

" 中的二

元关系&

证明@首先#由定义C可得H

.

!."

;5!#

U

##

9

"

)

C

U

=C

9

[

+

#

.

)

H

.

#!#

.

##

U

##

9

"

)

I7&

又由定义N知I

U9

H

.

;5!#

U

##

9

"

)

C

U

=C

9

[

+

#

.

)

H

.

#!#

.

##

U

##

9

"

)

I7&

因此#有H

.

!."

;I

U9

H

.

&

其次#证明I

U9

H

.

;

8

#

.

)

H

.

I

U9

5#

.

7

&若!#

U

##

9

"

)

I

U9

H

.

#

则由定义 N可知#

+

#

.

)

H

.

#有!#

.

##

U

##

9

"

)

I#也

就是!#

U

##

9

"

) 8

#

.

)

H

.

I

U9

5#

.

7

W因此 I

U9

H

.

7 8

#

.

)

H

.

I

U9

5#

.

7

&反

之#若!#

U

##

9

"

) 8

#

.

)

H

.

I

U9

5#

.

7

#则对任意的 #

.

)

H

.

#

!#

.

##

U

##

9

"

)

I&从而由定义N知!#

U

##

9

"

)

I

U9

H

.

#故

I

U9

H

.

> 8

#

.

)

H

.

I

U9

5#

.

7

&于是#便可证得I

U9

H

.

;

8

#

.

)

H

.

I

U9

5#

.

7

&

综上可得#H

.

!."

;I

U9

H

.

;

8

#

.

)

H

.

I

U9

5#

.

7

&

性质 ! 也间接地说明了三元背景的两类诱导

算子之间的关系&下面是关于!.#U#H

9

" <诱导算

子的一个性质&

性质 @= 设 ' ;!C

%

#C

!

#C

C

#I" 为三元背

景#5.#U#97 ;5%#!#C7# H

.

7

C

.

# H

9

7

C

9

&则有

H

.

!.#U#H

9

"

;

8

#

.

)

H

.

8

#

9

)

H

9

#

.

!.#U#5#

9

7"

;

@@

8

#

9

)

H

9

8

#

.

)

H

.

#

.

!.#U#5#

9

7"

&

证明@首先#因!.#U#H

9

" <诱导算子实为二元

背景'

.U

H

9

;!C

.

#C

U

#I

.U

H

9

"上的
<

算子#故由
<

算子

性质H

.

<

;

8

#

.

)

H

.

#

.

< 可得H

.

!.#U#H

9

"

;

8

#

.

)

H

.

#

.

!.#U#H

9

"

&

下面证明 #

.

!.#U#H

9

"

;

8

#

9

)

H

9

#

.

!.#U#5#

9

7"

&若 #

U

)

#

.

!.#U#H

9

"

#则由定义 N可知
+

#

9

)

H

9

#有!#

.

##

U

##

9

"

)

I#即
+

#

9

)

H

9

#有 #

U

)

#

.

!.#U#5#

9

7"

#因此 #

.

!.#U#H

9

"

7 8

#

9

)

H

9

#

.

!.#U#5#

9

7"

&类似地#由定义 N 可得 #

.

!.#U#H

9

"

> 8

#

9

)

H

9

#

.

!.#U#5#

9

7"

&故 #

.

!.#U#H

9

"

;

8

#

9

)

H

9

#

.

!.#U#5#

9

7"

#从而

可得H

.

!.#U#H

9

"

;

8

#

.

)

H

.

8

#

9

)

H

9

#

.

!.#U#5#

9

7"

&

根据性质 % 知H

.

!.#U#H

9

"

;H

9

!U#9#H

.

"

# 因此可得

H

.

!.#U#H

9

"

;

8

#

9

)

H

9

8

#

.

)

H

.

#

9

!U#9#5#

.

7"

&又由性质 %可知

#

9

!U#9#5#

.

7"

;#

.

!.#U#5#

9

7"

#从而证得

H

.

!.#U#H

9

"

;

8

#

9

)

H

9

8

#

.

)

H

.

#

.

!.#U#5#

9

7"

&

@=三元概念的获取研究

为了更直观地说明三元概念分析与形式概念

分析之间的密切关系#本节将三元背景 ' ;

!C

%

#C

!

#C

C

#I"记为' ;!A#Z#6#I"#其中A(Z

和6分别为对象集C

%

(属性集C

!

和条件集C

C

# 且

三者均为非空有限集合&

@><=基于对象 <条件三元粒概念的三元概念获

取方法

@@在形式概念分析中#任意一个外延非空的二

元概念均可由某些对象概念通过
?

运算得到&

基于此#文献+!$, 在三元背景中基于对象 <条件

三元概念给出了一种获取三元概念的方法#其中

由一个对象和一个条件定义的对象 <条件三元

概念的描述如下&

定义 V

+!$,

@ 设 ' ;!A#Z#6#I" 为三元背

景#!5#2"

)

A=6&记

"

%C

!5#2" ;!5

!%#!#527"!%#!#527"

#5

!%#!#527"

#

@@!5

!%#!#527"!%#!#527"

=5

!%#!#527"

"

!C"

"#

则称 "

%C

!5#2" 是由对象 5和条件2确定的对象 <

条件三元概念&

基于定义 B 的生成三元概念的方法如定理 !

所示&

定理 ?

+!$,

@ 设 ' ;!A#Z#6#I" 为三元背

景#H

%

7

A#H

C

7

6#H

%

4 9

#H

C

4 9

&定义

?

%C

5"

%C

!5#2" !5#2"

)

H

%

=H

C

7 ;

@@!R

%

#R

!

#R

C

"#

其中$

R

!

;

8

55

!%#!#527"

[!5#2"

)

H

%

=H

C

7#

R

C

;

8

55

!%#C#R

!

"

[5

)

H

%

7#

R

%

;R

C

!%#C#R

!

"

&

则!R

%

#R

!

#R

C

"

)

+ !' "&

结合定义 B 和定理 ! 可得与引理 % 相似的结

论&对任意的!R

%

#R

!

#R

C

"

)

+ !' "#有

!R

%

#R

!

#R

C

" ;

?

%C

5"

%C

!5#2" [

@@!5#2"

)

R

%

=R

C

7&

因此#本文将定义 B 中的三元概念称为对象 <条

件三元粒概念#并记所有对象 <条件三元粒概念

的集合为

E

%C

;5"

%C

!5#2" [!5#2"

)

A=67#
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对象 <条件三元粒概念的内涵集为

)!E

%C

" ;55

!%#!#527"

[!5#2"

)

A=67&

在形式概念分析中#对象内涵的交仍是内涵&

但定理!说明了只有H

%

=H

C

中元素对应的对象<

条件三元粒概念内涵的交才是某一个三元概念的

内涵&于是#在定理 ! 的基础上#本文进一步给出

判别对象 <条件三元粒概念内涵的交是某一个

三元概念内涵的方法如下&

推论 <=设' ;!A#Z#6#I" 为三元背景#

)

8

!E

%C

"是)!E

%C

"中元素交构成的集合&

+

!

)

)

8

!E

%C

"�)!E

%C

"#若存在 /

7

)!E

%C

"#有 !

;

8

/且5!5

.

#2

.

"[5

.

!%#!#52

.

7"

)

/ 7 ;

*

5

.

=

*

2

.

#

则!

)

)!' "&

由定义 B 和推论 %# 便可得到三元概念内涵

的集合)!'"�5Z7 !属性集Z是否为某一个三

元概念的内涵可由定义 $ 进行验证#具体方法参

考第 N 节的步骤 N"&

例 ?=由定义 B 可得表 % 所示三元背景的所

有对象 <条件三元粒概念如表 N所示&比如#第二

行第二列的三元概念!1#-#%!C$" 表示的是#由对

象1和条件 % 确定的对象 <条件三元粒概念&

表 N@表 % 的对象R条件三元粒概念

]2()N@W(T'=4A=+1?949+1 4092?9=Y021/,20=+1='[47+3]2()%

"

%C

!1#" "

%C

!Q#" "

%C

!F#"

"

%C

!#%"

!1#-#%!C$" !A#

9

#6" !F#?#%!N"

"

%C

!#!"

!1F#Z#!" !A#-?#!" !1F#Z#!"

"

%C

!#C"

!1Q#-#!C$" !1Q#-#!C$" !A#

9

#6"

"

%C

!#N"

!1#'?&#!N" !A#?#!N" !F#?#%!N"

"

%C

!#$"

!A#-#!$" !Q#'-&#$" !A#-#!$"

@@由表 N 可得 )!E

%C

" ;5

9

#5-7#5?7#5-#

?7#5'#-#&7#5'#?#&7#Z7#进而求得 )

8

!E

%C

" ;

5

9

#5-7#5?7#5-#?7#5'#&7#5'#-#&7#5'#?#&7#

Z7# 从而可知)

8

!E

%C

"�)!E

%C

" ;55'#&77&

又因仅存在/ ;55'#?#&7#5'#-#&77

7

)!E

%C

"#使得5'#&7 ;

8

/#且由表 N 可得5!1#

N"#!Q#$" [5

!%#!#527"

)

/ 7#此时5!1#N"#!Q#

$"7

4

51#Q7 =5N#$7#所以由推论 %知5'#&7

C

)!'"&于是#可得表 %所示三元背景中三元概念

的内涵集)!'" ;)!E

%C

"#该结果与例 % 一致&

事实上#定理 ! 给出的获取三元概念的过程

可描述为$首先从H

%

=H

C

所确定的那些对象 <条

件三元粒概念出发#得到某一个三元概念的内涵

R

!

#接着在内涵R

!

所对应的二元背景中由H

%

通过

<

算子获得一个二元概念!R

%

# R

C

"# 继而得到三

元概念!R

%

# R

!

# R

C

"& 而在形式概念分析中# 可

以通过二元概念的内涵集得到所有的二元概念&

受该方法的启发# 下面给出从三元概念的内涵集

)!' " 出发获取所有三元概念的方法&

推论 ?=设' ;!A#Z#6#I" 为三元背景#

R

!

)

)!' "&对任意的!Ra

%

#Ra

C

"

)

8!'

%C

R

!

"#若

!Ra

%

=Ra

C

"

!!"

;R

!

#则!Ra

%

#R

!

#Ra

C

"

)

+ !' "&

例@!续例!"@由例!知R

!

;5-7

)

)!' "#

R

!

所确定的二元背景'

%C

R

!

;!A#6#I

%C

R

!

"如表$所

示&

表 $@二元背景'

%C

R

!

o!A#6#I

%C

R

!

"

]2()$@J(9120;=+14'K4'

%C

R

!

o!A#6#I

%C

R

!

"

% ! C N $

1 w w w w

Q w w w

F w w w

@@通过计算可得表 $ 所示二元背景的二元概念

的集合为

8!'

%C

R

!

" ;5!A#!$"#!1#%!C$"#!F#!N$"#

@@ !1Q#!C$"#!

9

#6"7#

进而根据定义 C 可得$

!A=5!#$7"

!!"

;5-7#

!517 =5%#!#C#$7"

!!"

;5-7#

!5F7 =5!#N#$7"

!!"

;5-7#

!51#Q7 =5!#C#$7"

!!"

;5-7#

!

9

=6"

!!"

;Z

4

5-7&

因此#由推论 ! 知!A#-#!$"#!1#-#%!C$"#!F#-#

!N$"#!1Q#-#!C$"

)

+ !' "&即内涵为5-7 的

三元概念共有 N 个#结果与例 % 一致&

本小节基于定理 !给出了从对象 <条件三元

粒概念的内涵集出发获取三元概念的方法$先从

对象 <条件三元粒概念的内涵集)!E

%C

" 得到三

元概念的内涵集)!' " !见推论 %"# 进而由三

元概念的内涵集 )!' " 便可得到所有三元概念

+ !' "!见推论 !"&

此外#根据条件 <对象三元概念的定义+!#,

#

在本文中将所有条件 <对象三元粒概念的集合

记为

E

C%

; 5!!2

!!#C#557"

= 2

!!#C#557" !!#C#557"

"

!%"

#

2

!!#C#557"

#2

!!#C#557" !!#C#557"

" [!5#2"

)

A=67&

又由性质 %可知2

!!#C#557"

;5

!%#!#527"

#故条件 <对

象三元粒概念的内涵集)!E

C%

" 等于对象 <条件
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三元粒概念的内涵集)!E

%C

"&因此由条件<对象

三元粒概念的内涵集)!E

C%

"出发#根据推论%和

推论 ! 也能得到所有的三元概念#于是在本小节

所提出的获取所有三元概念的方法中#条件 <对

象三元粒概念和对象 <条件三元粒概念所起到

的作用是相同的&

类似于上述对象 <条件三元粒概念和条件 <

对象三元粒概念之间的关系#在本文所提出的获

取三元概念的方法中#属性 <对象三元概念和对

象 <属性三元概念具有相同的作用#条件 <属性

三元概念和属性 <条件三元概念具有相同的作

用#因此本文后续仅基于属性 <对象三元概念和

条件 <属性三元概念给出相关的获取三元概念

的方法&

@>?=基于属性 <对象三元粒概念的三元概念获

取方法

@@本小节从一个对象和一个属性定义的属性

<对象三元概念出发#给出获取所有三元概念的

相关内容&

定义 W

+!#,

@ 设 ' ;!A#Z#6#I" 为三元背

景#!5#0"

)

A=Z&记

"

!%

!0#5" ;!!0

!!#C#557"!!#C#557"

=

@0

!!#C#557"

"

!%"

#0

!!#C#557"!!#C#557"

#0

!!#C#557"

"#

则称 "

!%

!0#5" 是由对象 5和属性 0确定的属性

<对象三元概念&

定理 @=设' ;!A#Z#6#I" 为三元背景#

H

%

7

A# H

!

7

Z# H

%

4 9

# H

!

4 9

&定义

?

!%

5"

!%

!0#5" [!5#0"

)

H

%

=H

!

7 ;

@@!R

%

#R

!

#R

C

"#

其中$

R

C

;

8

50

!!#C#557"

[!5#0"

)

H

%

=H

!

7#

R

%

;

8

50

!%#!#R

C

"

[0

)

H

!

7#

R

!

;R

%

!%#!#R

C

"

&

则!R

%

#R

!

#R

C

"

)

+ !' "&

对于定理 C 的证明#一方面利用A#Z#6这三

个集合的对偶关系可以从定理 ! 的证明类似得

到#另一方面从三元背景中两类诱导算子之间的

关系出发也可以得到#具体过程如下&

证明@在三元背景' ;!A#Z#6#I"中#令

H

%

;55

%

#5

!

#6#5

,

7

7

A#H

!

;50

%

#0

!

#6#0

*

7

7

Z#由性质 % 和 C 可得$

R

C

;

8

50

!!#C#557"

[!5#0"

)

H

%

=H

!

7 ;

@@!0

%

!!#C#55

%

7"

8

6

8

0

%

!!#C#55

,

7"

"

8

6

@@

8

!0

*

!!#C#55

%

7"

8

6

8

0

*

!!#C#55

,

7"

" ;

@@H

!

!!#C#H

%

"

;H

%

!%#C#H

!

"

#

R

%

;

8

50

!%#!#R

C

"

[0

)

H

!

7 ;

0

%

!%#!#R

C

"

8

6

8

0

*

!%#!#R

C

"

;

H

!

!%#!#R

C

"

;R

C

!%#C#H

!

"

;H

%

!%#C#H

!

" !%#C#H

!

"

#

R

!

;R

%

!%#!#R

C

"

;!R

%

=R

C

"

!!"

&

故由定理 % 可知!R

%

#R

!

#R

C

" 是一个三元概念&

结合定义 b 和定理 C 可得与引理 % 相似的结

论为$对任意的!R

%

#R

!

#R

C

"

)

+ !' "#有

!R

%

#R

!

#R

C

" ;

?

!%

5"

!%

!0#5" [!5#0"

)

@@R

%

=R

!

7&

因此#类似于定义B将定义b中的三元概念称为属

性 <对象三元粒概念#并记所有属性 <对象三元

粒概念的集合为

E

!%

;5"

!%

!0#5" [!5#0"

)

A=Z7#

属性 <对象三元粒概念的方式集为

- !E

!%

" ;50

!!#C#557"

[!5#0"

)

A=Z7&

由对象 <属性三元概念的定义+!#, 和性质 %

知#对象 <属性三元粒概念的方式集等于属性 <

对象三元粒概念的方式集&

下面举例说明定理 C 的方法&

例 A!续例 %"@仍然给定H

%

;51#F7

7

A#

H

!

;5-#?7

7

Z#并记由H

%

和H

!

通过定理C得到

的三元概念为!6

%

#6

!

#6

C

"&则有

6

C

; -

!!#C#517"

8

?

!!#C#517"

8

-

!!#C#5F7"

8

?

!!#C#5F7"

#

6

%

;-

!%#!#6

C

"

8

?

!%#!#6

C

"

#

6

!

;6

%

!%#!#6

C

"

&

对象1的 ?A=/4.

%

517

;!Z#6#I

!C

517

"和对象F

的 ?A=/4.

%

5F7

;!Z#6#I

!C

5F7

"分别如表#和表B所

示&

表 #@对象1的 ?A=/4.

%

517

o!Z#6#I

!C

517

"

]2()#@J?A=/4.

%

517

o!Z#6#I

!C

517

"+345'+(T'=41

% ! C N $

' w w

- w w w w

? w w

& w w

@@在表 # 中#由于

-

<

;5%#!#C#$7# ?

<

;5!#N7#

故

-

!!#C#517"

;5%#!#C#$7#

?

!!#C#517"

;5!#N7&
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表 B@对象F的 ?A=/4.

%

5F7

o!Z#6#I

!C

5F7

"

]2()B@J?A=/4.

%

5F7

o!Z#6#I

!C

5F7

" +345'+(T'=4F

% ! C N $

' w

- w w w

? w w w

& w

在表 B 中#因为

-

<

;5!#N#$7# ?

<

;5%#!#N7#

则@-

!!#C#5F7"

;5!#N#$7# ?

!!#C#5F7"

;5%#!#N7&

从而根据定理 C 可得

6

C

; 5%#!#C#$7

8

5!#N7

8

5!#N#$7

8

5%#!#N7 ;5!7&

6

C

对应的二元背景'

%!

6

C

;!A#Z#I

%!

6

C

" 如表

b 所示&

表 b@二元背景'

%!

6

C

o!A#Z#I

%!

6

C

"

]2()b@J(9120;=+14'K4'

%!

6

C

o!A#Z#I

%!

6

C

"

' - ? &

1 = = = =

Q = =

F = = = =

@@在表 b 中#由于

-

<

;A# ?

<

;A#

即@-

!%#!#6

C

"

;A# ?

!%#!#6

C

"

;A#

进而可得6

%

;-

!%#!# 6

C

"

8

?

!%#!# 6

C

"

;A&

又因为在表 b 中

6

%

<

;A

<

;5-#?7&

于是6

!

;6

%

!%#!#6

C

"

;5-#?7&故由定理 C 知!A#

-?#!" 是由H

%

;51#F7 和H

!

;5-#?7 生成的一

个三元概念&

通过对比例 %和例 N# 我们可以发现$给定相

同的对象子集H

%

和属性子集H

!

#由定理C和定理

% 得到了具有同一个方式的两个不同的三元概

念&原因是由H

%

和H

!

确定方式R

C

! ;6

C

" 之后#

在定理 % 中是通过H

%

在二元背景'

%!

R

C

中生成二

元概念!R

%

#R

!

"&而定理 C 是通过 H

!

在二元背景

'

%!

6

C

中生成二元概念!6

%

#6

!

"&由此说明定理 C

的方法与定理 % 的方法本质上是一样的&

此外#基于定理 C 可以得到判别属性 <对象

三元粒概念方式集 - !E

!%

" 的任意子集的交是

某一个三元概念方式的方法#以及从三元概念的

方式集- !' " 出发获取所有三元概念的方法&

具体内容如推论 C 和 N 所述&

推论 @=设' ;!A#Z#6#I" 为三元背景#

-

8

!E

!%

"是- !E

!%

"中元素交构成的集合&

+

K

)

-

8

!E

!%

"�- !E

!%

"#若存在0

7

- !E

!%

"#有

K;

8

0且5!5

U

#0

U

" [0

U

!!#C#55

U

7"

)

0 7 ;

*

5

U

=

*

0

U

#则K

)

- !'"&

推论 A=设' ;!A#Z#6#I" 为三元背景#

R

C

)

- !'"&对任意的!Ra

%

#Ra

!

"

)

8!'

%!

R

C

"#若

!Ra

%

=Ra

!

"

!C"

;R

C

#则!Ra

%

#Ra

!

#R

C

"

)

+ !' "&

本小节基于定理 C给出了从属性 <对象三元

粒概念的方式集出发获取三元概念的方法$先从

属性 <对象三元粒概念的方式集 - !E

!%

" 得到

三元概念的方式集- !'" !见推论 C"# 进而由

三元概念的方式集- !'" 得到了所有三元概念

+!'"!见推论 N"&

@>@=基于条件 <属性三元粒概念的三元概念获

取方法

@@下面给出由一个属性和一个条件定义的条

件 <属性三元概念出发获取所有三元概念的相

关方法&

定义 X

+!#,

@ 设 ' ;!A#Z#6#I" 为三元背

景#!0#2"

)

Z=6&记

"

C!

!2#0" ;!2

!%#C#507"

#!2

!%#C#507"

=

@@2

!%#C#507"!%#C#507"

"

!!"

#2

!%#C#507"!%#C#507"

"#

则称 "

C!

是由属性0和条件2确定的条件 <属性

三元概念&

定理 A=设' ;!A#Z#6#I" 为三元背景#

H

!

7

Z#H

C

7

6#H

!

4 9

#H

C

4 9

&定义

?

C!

5"

C!

!2#0" [!0#2"

)

H

!

=H

C

7 ;

@@!R

%

#R

!

#R

C

"#

其中$

R

%

;

8

52

!%#C#507"

[!0#2"

)

H

!

=H

C

7#

R

!

;

8

52

!!#C#R

%

"

[2

)

H

C

7#

R

C

;R

!

!!#C#R

%

"

&

则!R

%

#R

!

#R

C

"

)

+ !' "&

该定理的证明思路和定理 C 类似#此处不再

赘述&由定义a和定理N可得与引理%相似的结论

为$对任意的!R

%

#R

!

#R

C

"

)

+ !' "#有

!R

%

#R

!

#R

C

" ;

?

C!

5"

C!

!2#0" [

@@!0#2"

)

R

!

=R

C

7&

于是#将定义 a 中的三元概念称为条件 <属性三

元粒概念#并记所有条件 <属性三元粒概念的集
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合为

E

C!

;5"

C!

!2#0" [!0#2"

)

Z=67#

条件 <属性三元粒概念的外延集为

,!E

C!

" ;52

!%#C#507"

[!0#2"

)

Z=67&

由属性 <条件三元概念的定义+!#, 和性质 %

可知#属性 <条件三元粒概念的外延集等于条件

<属性三元粒概念的外延集&

通过定理 N可得判别条件 <属性三元粒概念

外延集,!E

C!

" 的任意子集的交是某一个三元概

念外延的方法#以及从三元概念外延集 ,!' "

出发获取所有三元概念的方法&相关内容如推论

$ 和 # 所述&

推论 B=设' ;!A#Z#6#I" 为三元背景#

,

8

!E

C!

" 是,!E

C!

" 中元素交构成的集合&

+

:

)

,

8

!E

C!

"�,!E

C!

"#若存在1

7

,!E

C!

"#有:

;

8

1 且5!0

4

#2

4

" [2

4

!%#C#50

4

7"

)

1 7 ;

*

0

4

=

*

2

4

#则:

)

,!' "&

推论 I=设' ;!A#Z#6#I" 为三元背景#

R

%

)

,!' "&对任意的!Ra

!

#Ra

C

"

)

8!'

!C

R

%

"#若

!Ra

!

=Ra

C

"

!%"

;R

%

#则!R

%

#Ra

!

#Ra

C

"

)

+ !' "&

本小节基于定理 N给出了从条件 <属性三元

粒概念的外延集出发获取三元概念的方法$先从

条件 <属性三元粒概念的外延集,!E

C!

" 得到三

元概念的外延集,!' " !见推论 $"# 进而由三

元概念的外延集 ,!' " 得到了所有三元概念

+ !' "!见推论 #"&

A=例子

在第 C 节中#分别从对象 <条件三元粒概念

的内涵集(属性 <对象三元粒概念的方式集以及

条件 <属性三元粒概念的外延集三个不同的角

度给出获取三元概念的方法#这三种方法的原理

是相同的#都是借鉴形式概念分析中利用对象内

涵集!属性外延集" 获取所有二元概念的思路&

接下来以属性 <对象三元粒概念为例#给出

获取所有三元概念的具体步骤&

步骤 <=根据定义 b 得到三元背景的所有属

性 <对象三元粒概念集合

E

!%

;5"

!%

!0#5" [!5#0"

)

A=Z7#

进而得到属性 <对象三元粒概念的方式集

- !E

!%

"&

步骤?=

+

K

)

-

8

!E

!%

"�- !E

!%

"#利用推

论 C 得到新增的方式集-a!'"&

步骤 @=

+

R

C

)

- !E

!%

"

*

-a!' "#构造

二元背景 '

%!

R

C

并获取相应的二元概念的集合

8!'

%!

R

C

"#同时记 D ;5!I

%

#I

!

" [!I

%

#I

!

#I

C

"

)

E

!%

7&对任意的!Ra

%

#Ra

!

"

)

8!'

%!

R

C

"�D#利用推

论 N 判断!Ra

%

#Ra

!

#R

C

" 是否为三元概念#将由此

得到的三元概念的集合记为+

%

&

步骤A=若6

C

- !E

!%

"#则根据定义$验证

!

9

#Z#6" 和!A#

9

#6" 是否为三元概念#将判断

得到的结果记为+

!

&

最后#通过上述 N 个步骤可得该三元背景的

所有三元概念为+ !' " ;E

!%

*

+

%

*

+

!

&

例B=对于表%的三元背景#利用上述步骤求

其所有的三元概念&

首先#根据定义 b 计算所有属性 <对象三元

粒概念#详细过程如下&

%" 对A;51# Q# F7中的每一个对象 5所对

应的 ?A=/4.

%

557

#计算其二元概念集合

5!0

!!#C#557" !!#C#557"

0

!!#C#557"

" [

@@0

)

5'#-#?#&77#

所得结果如表a所示& 比如# 第!行第!列的二元

概念!'?&# !N" 表示的是# 在对象 1对应的 ?A=/4

.

%

517

中由属性'生成的二元概念&

表 a@表 % 中每个对象对应的 ?A=/4中的二元概念

]2()a@]5'(9120;=+1='[47+345'?A=/4=+00'7[+1?91Y4+

'2=5 +(T'=491 ]2()%

.

%

517

.

%

5Q7

.

%

5F7

5'7 !'?&#!N" !'-&#$" !Z#!"

5-7 !-#%!C$" !-#!C$" !-#!N$"

5?7 !'?&#!N" !?#!N" !?#%!N"

5&7 !'?&#!N" !'-&#$" !Z#!"

@@进一步#利用
<

算子在表 C所示的二元背景

'

!%"

;!A#Z=6#I

!%"

" 中可得所有属性 <对象

三元粒概念的集合

E

!%

;5!1#'?&#!N"#!F#-#!N$"#

@@!Q#'-&#$"#!1F#Z#!"#!F#?#%!N"#

@@!1#-#%!C$"#!1Q#-#!C$"#!A#?#!N"7#

属性 <对象三元粒概念的方式集

- !E

!%

" ;55!7#5$7#5!#N7#5%#!#N7#5!#

N#$7#5!#C#$7#5%#!#C#$77&

属性 <对象三元粒概念方式的交构成的集合
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-

8

!E

!%

" ;5

9

#5!7#5$7#5!#N7#5!#$7#

5%#!7# 5%#!#N7# 5!#C#$7# 5!#N#$7# 5%#!#C#

$77&

从而可得

-

8

!E

!%

"�- !E

!%

" ;

@@5

9

#5!#$7#5%#!77&

!" 对于
9

#因存在 0

%

;55!#N7#5$77

7

- !E

!%

" 使得
9

;

8

0

%

#且由表 a可得5!1#'"#

!Q#'" [0

!!#C#557"

)

0

%

7#此时5!1#'"#!Q#'"7

;51#Q7 =5'7#故由推论C可知
9)

- !' "&

对于5!#$7#因存在 0

!

;55!#C#$7#5!#N#

$77

7

- !E

!%

" 使得5!#$7 ;

8

0

!

#且由表 a可

得5!Q#-"#!F#-" [0

!!#C#557"

)

0

!

7#此时5!Q#

-"#!F#-"7 ;5Q#F7 =5-7#于是由推论 C知5!#

$7

)

- !' "&

对于5%#!7# 因仅有 0

C

;55%#!#C#$7#5%#

!#N77

7

- !E

!%

" 使得5%#!7 ;

8

0

C

#且由表 a

可得5!1#-"#!F#?"[0

!!#C#557"

)

0

C

7#此时5!1#

-"#!F#?"7

4

51#F7 =5-#?7#故由推论 C知5%#

!7

C

- !' "&

按照上述过程# 最终可得新增的方式集

-a!' " ;5

9

#5!#$77&

C" 另外#由E

!%

可得

D ;5!1#'?&"#!F#-"#!Q#'-&"#!F#?"#

@@!1F#Z"#!1#-"#!1Q#-"#!A#?"7&

取R

C

;5!#N7#该方式所对应的二元背景'

%!

R

C

如表 %" 所示&

表 %"@二元背景
'

%!

R

C

;!A#Z#I

%!

R

C

"

]2()%"@J(9120;=+14'K4'

%!

R

C

o!A#Z#I

%!

R

C

"

' - ? &

1 w w w

Q w

F w w

@@在表 %" 中#通过计算可得

8!'

%!

R

C

" ;

@@5!1#'?&"#!A#?"#!F#-?"#!

9

#Z"7&

于是有

8!'

%!

R

C

"�D ;5!F#-?"#!

9

#Z"7&

由定义 C 得

!5F7 =5-#?7"

!C"

;5!#N7 ;R

C

#

!

9

=Z"

!C"

;6

4

R

C

&

故由推论 N 知!F# -?# !N" 是三元概念&

类似地#对- !E

!%

"

*

-a!' " 中的元素

重复上述过程#最终可得

+

%

;5!A#-#!$"#!A#-?#!"#!F#-?#!N"#

@@!A#Z#

9

"7&

N" 因6;5%#!#C#N#$7

C

- !E

!%

"#故根据

定义 $ 进行判断#可知!

9

#Z#6" 和!A#

9

#6" 是

三元概念#即

+

!

;5!

9

#Z#6"#!A#

9

#6"7&

由此得到了表 % 所示三元背景的所有三元概

念#其结果与例 % 一致&

B=结语

本文首先对三元背景上两类诱导算子的相关

性质进行了分析%其次#借鉴三元概念与二元概念

的关联性#给出了由对象 R条件!属性 R对象(条

件R属性"三元粒概念的内涵集!方式集(外延

集"出发获取所有三元概念的方法#并说明条件

R对象!对象R属性(属性 R条件"三元粒概念与

对象R条件!属性R对象(条件 R属性"三元粒概

念在此方法中所起到的作用是相同的& 这三种方

法的原理是一样的#只是描述的角度不同#它们之

间的关系如图 % 所示& 在实际问题中可根据具体

情况选择相应的方法& 最后#以属性 R对象三元

粒概念为例#给出基于三元概念方式集的获取所

有三元概念的具体步骤&

图 %@本文所提 C 种方法之间的关系

&9Y)%@]5'0',249+1759[7+345'450''[0+[+7'? Z'45+?7

后续我们将在利用三元概念内涵集!方式

集(外延集"获取三元概念方法的基础上#进一步

研究三元概念的动态更新方法以及带有决策属性

的三元背景的知识获取等问题&
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